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1. Sise calculeze lim n3 (3/(n+ 1)2 — {/(n — 1)?). (Tp)
n-—=00
L , 1 / 2 [ n
2. Fiesirul (ay)pns1, cu a, = —+ — et -
Calculati lim (a4, — a,). (7p)
00

3. Fie matricele 4, B € M,(R) astfel incit A% + B2 = AB = BA.
a) Dati exerriph}’ de douid matrice diferite 4, B € M,(R) care verifica relatia din enunt.

b) Daca, in plus, det(4 — B) = 0, aratati ci 4% = B? = 0,. (Tp)

4. Se considerd matricea A € M, (R) pentru care 4> = A4 + I, . Aratati cadet A > 0; (7p)
]

N
Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare subiect este notat cu punctaj intreg, 0-7 puncte.
Fiecare subiect se va redacta pe cite o foaie separatd.

Timp de lucru: 3 ore.
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BAREM ORIENTATIV de CORECTARE si NOTARE:

Problema 1: solutie orientativa Punctaj
Fie L = lim n3 ({/(n + 1)? — {/(n — 1)2. Limita L, prin amplificare cu conjugata : (n+D*+
-0
V(2 =12 + i/ (n — 1)* devine : Ip
4n
L= 7111-5210 \/‘(n+1) Yn+i+ 1/(712 1)?+(n-1)¥n- 2p
3
Utilizand factorul fortat obtinem L=1lim zn Vn =
""°°n3x/1_1(1+%)3/1+%+n3\/ﬁ\](1—ni2) ndm(1-2)*[1-2 2p
Dupa simplificare, folosind lim 1= 0, obtinem =2
n—oonN ’ 3 2p
Problema 2: solutie orientativi | Punctaj
Definim sirul (bn)n>1 prin b,=V1 + \/_+ +\/— n si notam L= lim (an+1 a,). li)
_ _ bp+vVn+ _ - \/n+ -Vn+1
Avem a, = \f'— s L“AL“;( e m) 1-lim by, (n+2)(n+1) I-
by 2p
TLOO (n+2)Vn+1+(n+1DVn+
vn nvn 1
Calculam lim = = lim ==
| n-roo (n+2)Vn+ r(n+1)«/n+ n-w o (1+%) [1+%+(1+%) {1+%] 2 g 1p
| |
Atunci L*l——%mn\r 1p
bpy1— __bnyai-bn . 3 Vnt1 =2 ;
Utilizdnd lema Stolz Césaro, avem 7{1_{210 e ,;_)oo DT nLrEo T T |
§1atunc1L—1-%--§- g p
Problema 3: solutie orientativa Punctaj
a) Un exemplu este 4 = (1 a \'/-?:) S1B = (_1 - \/§> 2
V3 V3 —1 P
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) Y ABETEAN ARGES

a |

b) Cum A* = (A - B) - B = (detA)* = detB - det(A — B) = 0. Analog sc arata ca det B =

0. Folosind relatia det(A + B) + det(A — B) = 2 - (detA + detB) si tinand cont ca ip

det(A —B) = detA =detB=0=det(A+B) =0.

Folosind relatia lui Hamilton-Cayley, obtinem:

(A+B)2 =Tr(A+B)-(4+B)—det(A+B)-1, = (4+B) = Tr(A+B)-(A+B)=

(A+B)2 = (TrA + TrB)(A + B)=TrA-A+TrA-B+TrB-A+ TrB:B. Analog 1p

avem:(A —B)? = (TrA—TrB)(A~B) =TrA-A—TrA-B—TrB-A + TrB - B.

Scazand cele doud relatii, obtinem (A + B)? — (A—B)? =2 - (TrA-B+ TrB-A) .

De asemenea, din relatia din enunt obtinem ca (A + B)2 = 3 - AB si (A — B)? = —AB.

Tinand cont de cele de mai sus obtinem 4 - AB = 2 - (TrA - B + TrB - A) si trecand la urma, 1p

obtinem Tr(AB) = TrA - TrB. (1)

De asemenea din (A — B)* = (TrA — TrB)(A — B) si (A — B)? = —AB, obtinem ci —AB =

(TrA — TrB)(A — B) si trecand la urma obtinem ca —Tr(AB) = (TrA — TrB)? (2) Ip

Din (1) si (2), obtinem ca (TrA — TrB)? = —TrA - TrB & (TrA)? + (TrB)? = TrA - TrB si

cum TrA, TrB € R = TrA = TrB = 0.

Folosind Hamilton avem: A> = TrA- A — detA - I,, B? = TrB - B — detB- I,, TrA = TrB = 1p

OsidetA=detB=0=A?=B*=0,. | |

| | l
Problema 4: solutie orientativi Punctaj
Avem A’ =A+ 1,2 A3 -1, =A o (A= IL)A*+A+1)=A 1p
2 _ 1\ R L L 2 2 .

AvemA“+ A+ 1, = (A + 51") + (——2—) si stim ca det (A° + B*) > 0 pentru orice 2p

A,BeM, (R), cu proprietatea AB=BA, deci det(4% + 4 + 1,,) = 0.

Cum (A— I,)(A* +A+ 1) =A = det(A—1,) - det(4% + A + I,,) = det A si cum ’

det(A* + A+ 1) = 0, rezulta ca det(4 — 1)) si det A au acelasi semn sau sunt nule. p

Dinipotezd A* = A+ I, 2 A —A=1, © A(A - L)(A +1,) = I, si de aici rezulta ’

det A - det(d —I,) - det(A+ 1) = 1(1) p

Cum det A si det(A — 1)) au acelasi semn , din relatia (1) rezultd ca det(4 + 1) >0(Q2) 1p

Avem A® = A+ I, = detA3 = det(4 +I,) & (detA)® = det(4 + I,) si din (2) rezulta 1

detA>0. | | [P
B-dul Eroilor nr. 4-6, Str. General Berthelot nr, 28-30,
FPitegti, Jud. Arges, Sector 1, 010168, Bucuresti
Tel: +40 (0)248 218 319 Tel +40 (0)21 405 57 06

Fax: +40 (0)248 219 743 Fax: +40 (0)21 310 32 05
www isjarges.ro| www.eduro




