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1. a) Sé se determine cel mai mic si cel mai mare element al multimii 4 = {n+[

x+[y]+{z}zl,l
b) Sa se rezolve sistemul: {x} +y+[z]=2,2.
[x]+{y}+z=3,3

2022

n

1 1
2. Sa se arate cidacd a,b,c> 0, atunci: (a +b +c)(—+3+l)+
a E

in ce situatie este posibila egalitatea?

]

9(ab +bc +ca)
>
(a+b+c)2

n= 1,2022}.

(3p)

(4p)

12

(7p)

3. Se considera un patrulater convex A4BCD, O intersectia diagonalelor sale, un numar real @ > 0 si punctele

Me (AB), Ne (BC) ,Pe (CD),Q € (DA) astfel incét
Jan)_|BN)_fcA_[Dgl
\MB| - NC| POy Jod|

a) Aratati ca, daca a=1, atunci OM +0OP =ON +0Q . 3p)
| b) Aratati c&, daca a # 1 si OM +OP =ON + CTQ , atunci batrulaterul ABCD este paralelogram. (4p)

4. Aratati c@ pentru orice numar natural nenul N exista n21 si a,a,,..,a,
|
N=a V+a,-2°+. . +a, n.

Nota:

Toate subiectele sunt obligatorii.

Fiecare subiect este notat cu punctaj intreg, 0-7 puncte.
Fiecare subiect se va redacta pe cdte o foaie separatd.
Timp de lucru: 3 ore.

E—;{—3,—l,l,3} astfel incat

(7p)
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Concursul Judetean de matematici ,,Dan Barbilian”
9 17 decembrie 2022 — Pitesti
Clasaa9-a
BAREM ORIENTATIV :
1.
a)n +[%> +%~1>2f 22 1=2V2022-1>89—1=88 (1p)
2022 2022
n+ [ ] sSn+—. Cum 1 <n <2022 obtinem (n—1)(n—2022) <0, de unde rezultd
n+ 22 < 2023, deci n + [222] < 2023 (1p)

Deci cel mai mic element din A este 89, obtinut pentru n=44 sau n=45, iar cel mai mare element
din A este 2023, obtinut pentru n=1 sau n=2022 (1p)

b) Insumand cele trei ecuatii obtinem x + y+z=3,3(x) (1p)

Scazand din (*) prima ecuatie a sistemului, se obtine {y} + [z] = 2,2, de unde [z] = 2si {y} = 0,2.
Scazand din (*) a doua ecuatie a sistemului, se obtine {z} + [x] = 1,1, de unde [x] = 1si {z} = 0,1.
Scézand din (x) a treia ecuatie a sistemului, se obtine {x} + [y] = 0, de unde [y] = Osi {x} = 0.
Decix=1,y=0,2,z=2,1 3p)

2
: . b b
Inegalitatea se scrie =+ =+ =+ =+ =+ 2 4+ 3 +
b ¢ a a b ¢
9(ab+bc+ca)
(a+b+c)2
Dar o +2 = > 3 (din inegalitatea mediilor), deci este suficient si aratam ca - + + - +

9(ab+bc+ca) >6 |
(a+b+c)2 — |

(1p)
2 “ £ b+c)? .. . : % : ; : s
Avem L4 = 5 > i (din inegalitatea Bergstrém sau din consecinfa inegalitatii Cauchy-
bc  ca ab+bc+ca ’
Buniakovski-Schwarz), deci este suficient si aratam ci
(a+b+c)?> = 9(ab+bc+ca)
6 2p)

ab+bc+ca | (a+b+c)?

9(ab+bc+ca)
(a+b+c)?

>9. (2p)

>ifeeliiiiilotydy
b c a a b c

S, . .. (a+b+c)? . 9(ab+bc+ca) (a+b+c)? 9(ab+bc+ca) _

Folosind inegalitatea mediilor ettt ‘/ T — ———— 6 (1p)

cu egalitate dacd si numai daci au loc egalitati in toate inegalititile aplicate, ceea ce revine, in final,

laa=b=c (1p)

3.

a) Dacd a=1= M,N,P,Q sunt mijloacele laturilor 4B,BC,CD,DA, deci

—_ 1 ,— —-——;.r——b"i—i —).v—l—'—l—) —a-ww—-;:l—b —_—

OM =3 (0A + 0B);0N = (0B + 0C);0P =~ (0C + 0D);0Q -(0D + 04) (1p)

20M + 20P = 04 + OF + OC + 0Dsi 20N + 200 = OB + 0C + 0D + 04 (1p)
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Obtinem, astfel, 20M + 20P = 20N + 256, de unde rezulta OM + OP = ON + 00 (1p)
b) Relatia din ipoteza duce la OM = ;1—152 ¥ ﬁO_E’) si analoagele 2p)
{0}=ACNBD =2 04A+0C=0B+0D =1%. Daca ¥ # 0, atunci el este un vector care are
directia ambelor diagonale, ceea ce este fals. Deci & = 0 (1p)
Daca # = 0 =0 este mijlocul diagonalelor patrulaterului ABCD, ceea ce face din acesta un
paralelogram (1p)

4.
Pomimdela(n+3)*-3n+2)3+3n+1)3-n>=n3+9n2+27n+ 27 — 3n° — 6n% —
12n — 24 + 3n*+=9n? + In + 3 — n® = 6, pentru ¥n € N, deci incercdm o inductie de pas 6

Consideram P(N), N € N"predicatul unar definit de cerinta o
L. P(1) este adevarati, deoarece 1 =1 - 13 ,{{Z =:11
P(2) este adevirata, deoarece 2 = (=1) - 13 + (=3) - 23 +1-33
P(3) este adevirata, deoarece 3 = 3 - 13, {;1 ==13
n=
P(4) este adevarata, deoarece 4 = 1-13 + (=3)-23 + 1 33, ;211::_13 '
az; =1
P(5) este adevarata, deoarece5 = (—3) - 13 4+ 1 - 23
| | n=3
P(6) este adevaratd, deoarece6 = 3 - 13 + (=3) - 23 +1- 33, ;211:_33 (2p)
a; =1

II. Presupunem P(k) adevirata si aritam cd P(k+6) este adevirati, pentru orice k € N’
Din P(k) adevarata rezulta scrierea k = Y7 a; - i®, cun =n(k) € N'sia; € {+1,+3},i=1,n
este adeviratd, de unde, folosind prima parte a solutiei, se obtine
k+6=k+(-1) - n+1°+3-(n+2)°+(=3) - (n+3)3+1-(n+4)3si, deci, P(k+6)
este adevirata.
Cum k € N"a fost arbitrar ales, obtinem (din I. si II.), conform unei variante a metodei inductiei

matematice, ca P(N) adevarati, VN € N* (2p)

|
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